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Са ры баев Е.С.

Мо дель расп ре де ле ния для 
край не ас си мет рич ных ти пов 

фор мооб ра зо ва ния час тот  
зна че ний геоп риз на ков

В статье раск ры вают ся ста тис ти чес когео мет ри чес кие за ко но
мер нос ти Цип фа, край не ас си мет рич ных ти пов фор мооб ра зо ва ния 
рель ефа, ве роят но ст ных час тот появ ле ния их геоп риз на ков. Слож
ная комп лек си ро ван ная за ко но мер ность вк лю чает в се бя экс по нен
циальную и ги пер бо ли чес кую фор мы ве роят но ст ных час тот. Ис хо дя 
из осо бен нос тей мо де ли рель ефа, для па ра мет ри за ции ис поль зо ва
на ме ди ана и мо даль ная час тот нос ть расп ре де ле ния геоп риз на ков. 
Пост роена ст рук ту ра ре ко мен дуе мой мо де ли рель ефооб ра зо ва ния и 
вы ве де ны рас чет ные фор му лы оп ре де ле ния их ста тис ти чес ких па ра
мет ров. По ре зуль та там ап ро ба ции мо де ли эм пи ри чес ких и мор фо
мет ри чес ких приз на ков по слож ным приз на кам рель ефооб ра зо ва ния 
мест нос ти мож но оп ре де лить ка че ст вен ные по ка за те ли рель ефа зо
ло то руд ных и ред ко ме таль ных мес то рож де ний.

Клю че вые сло ва: мо дель, край не асим мет ри чес кая, расп ре де ле
ние, оцен ка, па ра метр, георе сур сы.

Sarybaev Y.S. 

Distribution Model for the 
Extremely Asymmetric Types 
of Formation of geofeatures’ 

Frequency Values

The article reveals the statistical geometric patterns Zipf extremely 
asymmetricaltype shaping of the relief, the probability of their frequency 
of occurrence geopriznakov. A complex pattern of complexed includes a 
exponential and hyperbolic form of probability frequencies. Based on the 
features of the terrain model used to parameterize the median and the 
modal frequency distribution of geopriznakov. Build structures of recom
mended models and derived formulas determining statistical parameters. 
According to the results of testing distribution model as an example of the 
complex empirical and morphometric characters featured their complex 
terrain relief formation can determine quality indicators reliefs of gold and 
rare metal deposits.

Key words: model, extremelyasymmetric distribution, evaluation, pa
rameter, georesourse.
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Гео бел гі лер мә ні жиі лік те рі нің 
қа лып тас уын ың  

шек ті - асим мет риялық түр ле рі 
үшін ар нал ған та ра лу  

заң ды лық та ры ның мо де лі

Ма қа ла да Ципф тың ста тис ти ка лық – гео мет рия лық заң ды лық
та ры, жер бе де рі қа лып тас уын ың шек ті – асим мет риялық түр ле рі, 
олар дың гео бел гі ле рі нің пай да болуын ың ық ти мал жиі лік те рі қа рас
ты ры ла ды. Күр де лі жиын тық ты заң ды лық тар ға ық ти мал жиі лік тер
дің экс по нен циал ды жә не ги пер бо ла лық фор ма ла ла ры кі ре ді. Жер 
бе ле рі үл гі сі нің ере ше лік те рі не сүйене оты рып па ра ме тр леу үшін гео
бел гі лер ді бө лу дің ме ди ана сы жә не үл гі лік жиі лік қол да ныл ған. Жер 
бе де рі қа лып тас уын ың ұсы ныл ған құ ры лы мы құ рас ты рыл ды жә не 
олар дың па ра ме тр ле рін анық тау дың есеп те ме лік фор му ла ла ры шы
ға рыл ды. Жер гі лік ті жер дің жер бе де рі қа лып тас уын ың күр де лі бел
гі ле рі бо йын ша эм пи ри ка лық жә не мор фо мет рия лық бел гі ле рі нің үл
гі ле рін анық тау нә ти же сі не гі зін де ал тын кен ді жә не си рек ме тал дық 
кен орын да ры ның жер бе де рі нің са па лық көр сет кіш те рін анық тау ға 
бо ла ды. 

Тү йін  сөз дер: мо дель, шек тіасим мет риялық, та ра лу заң ды лық та
ры, ба ға лау, па ра метр, георе сурс.
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Введение 
 
Обоснование рациональной модели распределения рель-

ефообразования осуществляется путем обобщения особен-
ностей объектов георесурсов  различной сложности. По ре-
зультатам анализа практики крайне ассиметричных типов 
эмпирических распределений устанавливаются максималь-
ные высоты рельефа и высоты равномерно расположенных 
точек в горных и предгорных районах, а также распределе-
ние качественных показателей золоторудных и редкометаль-
ных месторождений по типу их распределения. Теоретичес-
кие распределения, удовлетворительно описывающие много-
образие формообразования, малочисленны и неизвестны.  

Статистическо-геометрические закономерности Ципфа, 
крайне ассиметричных типов формообразования рельефа, 
вероятностных частот появления их геопризнаков являются  
сложной закономерностью и включают в себя экспонен-
циальную и гиперболическую формы вероятностных частот. 
Исходя из особенностей модели рельефа, для параметриза-
ции используется медиана и модальная частотность распре-
деления их геопризнаков. Главные структурообразующие 
параметры рельефообразования в виде медианы и модальной 
частости имеют построение с привлечением новых теорети-
ческих расчетных формул определения статистических пара-
метров и проведением апробации модели.  

 
Параметризация модели распределения 
 
Многообразие видов эмпирических крайне ассиметрич-

ных распределений геологических и морфометрических 
признаков рельефообразования позволяет разрабатывать мо-
дели их распределения, наиболее отвечающие их геопризна-
кам. Для параметризации структуры искомой модели крайне 
ассиметричного формообразования частот принимается 
принцип использования положительных свойств основных 
вероятностных распределений часто описывающих эмпири-
ческих распределений геопризнаков.  
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Как показывает анализ практики, для 
оценки крайне ассиметричных распределений 
геопризнаков рельефообразования следует 
относить показательное, вероятностно-струк-
турное распределение и закон Ципфа. В связи 
с этим изучаются различные статистическо-
геометрические свойства, присущие этим ве-
роятностным распределениям. Показатель-
ные распределения на сегодняшний день яв-
ляются основными и часто используемыми 
для описания крайне ассиметричных типов, 
эмпирических распределений. Основные 
теоретические вероятностные распределения, 
описывающие умеренно асимметричные ти-
пы распределений при конкретных значениях 
своих параметров рельефа сводятся к показа-
тельным распределениям, совпадающим с 
гамма-распределением (при p=1), распреде-
лением Вейбулла (при m=1, V=100%) и Пир-
сона (при b=b2=0,  μ3=0). 

По результатам оценки аппроксимацион-
ных свойств теоретических распределений 
устанавливаются основные закономерности 
развития вероятностных частот крайне асси-
метричных типов формообразования частот  
геопризнаков:  

‒ развитие формообразования вероятност-
ных частот по крайне ассиметричным типам 
распределений экспоненциального и гипербо-
лического характера; 

‒ развитие формообразования частот по 
крайне ассиметричным типам распределений 
в соответствии с гиперболической законо-
мерностью. 

Параметризация разрабатываемой модели 
распределения осуществляется путем обоб-
щения особенностей крайне ассиметричных 
типов распределений признаков по объектам 
георесурсов различной сложности рель-
ефообразования. По результатам анализа 
практики использования крайне ассиметрич-
ных типов эмпирических распределений 
установлено, что теоретические распределе-
ния, удовлетворительно описывающие мно-
гообразие формообразования частот, изме-
няются в широких диапазонах и  малочислен-
ны. Выявлено, что распределения качествен-
ных показателей золоторудных и редкоме-
тальных месторождений для максимальных 
высот рельефа и точек равномерно располо-
женных в горных и предгорных районах час-
то соответствуют крайне ассиметричным ти-

пам и отличаются разнообразием геометрии 
кривых.  

Проведенная оценка закономерностей край-
не ассиметрических эмпирических распределе-
ний признаков по объектам георесурсов ве-
роятностно-структурного  распределения Цип-
фа присуща закономерности экспоненциально-
го и гиперболического характера. Эти законо-
мерности часто отражаются в форме экспонен-
ты е-λх  при показательном, а иногда ��������) – 
при вероятностно-структурном распределении, 
и редко в форме  �

� – при распределении Ципфа. 
Закономерности развития вероятностных час-
тот в форме е-λx, согласно показательному расп-
ределению, зависят только от одного теорети-
ческого параметра λ. Это создает аппроксима-
ционную ограниченность для учета статисти-
ческого диапазона формообразования частот 
распределения, и какое бы значение не приоб-
рел параметр λ, это ограничение  остается не 
устраненным. Закономерность развития ве-
роятностных частот в форме  ��������) являет-
ся двухпараметрической и жестко связана с мо-
дой признака, однако значения моды признака 
в условиях крайне ассиметричных типов фор-
мообразования частот обычно близки к нулю и 
теряют полезные свойства. Закономерность 
развития вероятностных частот в форме   �

� сог-
ласно закону распределения Ципфа обладает 
значительным недостатком, вытекающим из-за 
используемости в ней одного параметра А и ги-
перболической функции, которая не обладает 
высокой эластичностью, как экспоненциальная 
функция. 

Теория построения аналитической структу-
ры модели распределения основана на руково-
дящей концепции использования главных ст-
руктурообразующих параметров крайне асси-
метричных типов распределений в качестве 
теоретических параметров искомой функции 
распределения [1, 2]. В качестве теоретических 
параметров рекомендуемой модели распреде-
ления выбраны медиана, модальная частость с 
привлечением множительного коэффициента 
(с). Медиана в качестве параметра модели 
распределения выбрана исходя их положитель-
ных её свойств параметров-показателей. Меди-
ана как основная структурно-статистическая 
характеристика распределения заменяет роль 
величины среднеарифметического отклонения 
и дисперсии в качестве основной оценки. Как 
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известно, медиана – это значение случайной 
величины, которое делит распределение на две 
равные части, находится на кривой распределе-
ния вероятностей при Pm = 0.5. Соответственно 
медиана тесно связана с формой кривой расп-
ределения. 

Медиана является более точной по срав-
нению со среднеарифметическими расчетами 
[3]:  

‒ значение медианы остается неизменным 
при конкретной величине по их функциям, 
что немного упрощает вычислительные про-
цедуры и облегчает оценку статистики слу-
чайных величин;  

‒ величина медианы более устойчива в 
статистических выборках с эксцессом, чем у 
нормального закона распределения, пос-
кольку медиана делит площадь распределе-
ния вероятности на две равные части, её зна-
чение сохраняет устойчивость при различных 
изменениях кривой распределения;  

‒ значение медианы в незначительной 
степени по сравнению со среднеарифмети-
ческим подвергается влиянию погрешнос-
тей, т.е. при систематических погрешностях 
и при значениях признаков, близких к поро-
гу чувствительности; это свойство медианы  
важно для использования оценки закономер-
ностей распространения геопризнаков, кото-
рым присущи специфические природные 
сложности;  

‒ главное и важное свойство величины 
медианы заключается в том, что ее значение 
может быть рассчитано с достаточной досто-
верностью при наличии статистической сово-
купности численно неопределенных или 
приблизительных значений величин, а также 
при наличии различных аномальных (ураган-
ных, слабых и т.д.) значений. 

Из анализа вышеприведенных источников 
можно сделать заключение, что для получе-
ния устойчивых результатов в случаях, когда 
исходные данные содержат существенные 
аналитические погрешности, могут быть ис-
пользованы оценки других математических 

характеристик. Для этой цели рекомендуется 
использовать медиану случайных величин. 

Второй параметр распределения модаль-
ной частости распространения признака для 
конкретно исследуемого объекта является ин-
формативной величиной и имеет важное 
теоретическо-практическое значение, служит 
стержневым каркасом формообразования 
частот переменного при прогнозных оценках 
и вероятностных подходов.   Сочетание свой-
ств медианы и модальной частости перемен-
ного направлено на повышение достовернос-
ти оценки пространственно-статистических 
закономерностей распространения геоприз-
наков, которые отличаются природными спе-
цифическими особенностями рельефообразо-
вания.  

 
Аналитические основы модели крайне 

ассиметричного типа распределения геоп-
ризнаков 

 
Плотность функции статического распреде-

ления по рекомендуемой новой модели,  наз-
ванной «медианной», имеет вид   

 

  ��(�) � ������
�
���

� � �
                    (1) 

 
где f0 – модальная частость распределения изу-
чаемого признака; 

 с – статистический параметр; 
 х
Ме

 – значение признака (х) в долях медианы 
(Ме). 

Функция распределения имеет вид: 
 

F(x) = ��� �� � ����
�
����,                

 � � � � �                          (2) 
 
Плотность функции распределения тесно 

связана с статистическим параметром с и  в за-
висимости от его значений кривая приобретает 
различные формы (рисунок 1). 
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Рисунок 1 ‒ Характер изменения плотности функции распределения в зависимости от параметра с 
 
 
 Кривая функции распределения тождественна с развитием кривых радиальных типов распреде-

лений (рисунок 2). 
 
 

 
 

Рисунок 2 – Кривая функции распределения F(x) 
 
 
Основной статистической характеристикой 

распределения является математическое ожи-
дание: 

Mo� �� �
��                             (3) 

 
Среднее значение: 
 

xср� �� ��                               (4) 
 
Дисперсия: 
 

�� � �� �
�� (��� − 2)

� � ��(��� − 2)
                     (5) 

Стандарт: 
 

�� �
�
� ���(��� − 2),

� � �(��� − 2)��
                (6) 

 
Медиана: 

  �
�� � �

� ��
�� � ������

�
                      (7) 

 
Вывод  формулы определения статистичес-

кого коэффициента с осуществляется исходя из  
основного свойства суммы вероятностей: 
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с = ����,             при 0 < x < ∞ 
с ≈ �����              при 0 < x < a            (8) 

 
Установлено, что рекомендуемая модель 

распределения при конкретных значениях ме-
дианы признака сходится с показательным и 
вероятностно-структурным распределениями, 
связана с распределениями Парето, Эрланга и 
геометрическим  распределением. 

Расчетные формулы определения значений 
медианы по крайне ассиметричным и ассимет-
ричным типам вероятностных распределений 
приведены в таблице 1. 

 
Сравнительный анализ приемлемости 

рекомендуемой модели крайне ассиметрич-
ного типа распределения 

 
Сравнительная оценка приемлемости моде-

ли распределения проведена с привлечением 
самых разнообразных видов крайне ассимет-
ричных видов эмпирических распределений 
геопризнаков, построенных по фактическим 
статистическим совокупностям качественных 
показателей золоторудных, редкометальных, а 
также комплексом морфометрических призна-
ков (высот, уклонов, площадей) различных 
местностей по регионам Казахстана. Анализ 
сходимости этих крайне ассиметрических ви-

дов эмпирических распределений с известными 
теоретическими данными проводится с привле-
чением показательного и вероятно-структурно-
го распределения, закона Ципфа и рекомен-
дуемого медианного распределения. Подсчи-
тываются значения среднего (�ср), среднеквад-
ратического отклонения (σ), амплитудной из-
менчивости (d) критерия Пирсона. По резуль-
татам сравнительной оценки установлено, что 
в долях рассмотренного количества этих сово-
купностей эмпирических распределений геоп-
ризнаков более 70% видов удовлетворительно, 
и точнее описываются рекомендуемой мо-
делью, 20% показательны, остальные 10% 
описываются вероятно-структурным и расп-
ределением Ципфа (таблица 2). Тем самым 
подтверждается обоснованность использова-
ния медианы и модальной частоты значений 
геопризнаков в качестве теоретических пара-
метров новой модели распределения, по ко-
торым обеспечивается аппроксимационная 
мощность и гибкость при применении на 
практике для учета разнообразных видов 
крайне ассиметричных распределений геоп-
ризнаков. Сходимость этой модели различ-
ными видами крайне ассиметричных типов 
эмпирических распределений геопризнаков 
показывает о целесообразности ее примене-
ния для оценки сложных распределений.  

 
 

Таблица 1 – Аналитические оценки определения  медианы по основным крайне-ассиметричным и ассиметричным типам   
распределений 

 
Крайне ассиметричные типы 

распределения 
Формула определения 

медианы 
Ассиметричные типы 

распределения 
Формула определения 

медианы 

Показательное распределение Me=��ln2 Распределение Вейбулла Me=�� �ср ; к=φ(v,p) 
 

Вероятностно-структурное 
распределение 

 
Me=��

� ����  Гамма-распределение 

 
Me=β·ln2 
βx=

��
��� 
 

Распределения 
Ципфа 

 
Me=��ln

����
����

 
 

Логнормальное распределение Me=10����  

Рекомендуемое медианное 
распределение 

 
Me=�� �� 
a=xmax 

 

Распределение Присона при 

�(�) � ����
��
��� 

 
 

Me=��� � � 
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Таблица 2 – Результаты натурно-экспериментального анализа сходимости основных  распределений, приемлемых для 
оценки крайне ассиметричных распределений геопризнаков 

  

Натурно-эксперимен-
тальные варианты 

сравнительной оценки 

Результаты сравнительный оценки распределений 

Показательное 
распределение 

 
�(�) = ����� 

Вероятностно- 
структурное  
распределения 

�(�) = ����(����) 
 

Закон 
распределения 

Ципфа 

�(�) = �
� 

Рекомендуемое  
«медианное»  
распределение 
�(�) = �����

�
�� 

Распределение высот 
рельефа (топоплан 
М:1:5000)  N=1600; 

σ=4,1; d=4,7; �� = 4.033 

 
�� = 4,033 
λ=0.10 

�� = 35.6 > �доп�  

�� = 1.5 
�� = 138 
m=0.0122 

N=630 
�� = 11.4 > �доп� =11 

 
 

�� > �доп�  

Me=2.4 
�0=0.401 
с=1.25 

�� = 14.6 > �доп�  

Распределение элемен-
тарных площадей зем-
ных участков (топоп-

лан М:1:1000,  
Жамбылская область) 
N=1445; σ=4,4; d=5.0; 

�� = 18.9 

 
�� = 1.514 
λ=0.661 

�� = 20.1 > �доп�  
 

�� = 6.0 
m=0.0021 
�� = 360 

N=930 
�� = 11.9 > �доп� =12 

А=0,25 
�� = 1.2 

�� = 48.1 > �доп�  

 
Me=4.3 
�0=0.501 
с=2.88 

�� = 11.3 > �доп�  

Распределение значе-
ний  заложения (топоп-

лан М:1:10000, 
Алматинская область) 
N=445; σ=7.8; d=4.5 

�� = 20.0 

�� = 12,2 
λ=0.09 

�� = 19.5 > �доп�  

�� = 0.5 
�� = 360 
m=0.155 

�� = 15.5 >
�доп� =15.65 

А=0,527 
�� = 12.2 

�� = 40.7 > �доп�  

Me=0.529 
�0=0.584 
с=2.40 

�� = 1.23 > �доп�  

Распределение золота в 
условиях Майкайнско-
го золоторудного мес-

торождения 
N=767; σ=2,12; ��=2.4 

�� = 2,4 
λ=0,171 
�� > �доп�  

�� = 447 
m=0,49 

�� = 28 > �доп�  

А=0,495 
�� = 31 > �доп�  

Me=1,6 
�0=0.59 
с=2.1 

�� = 8,9 < �доп�  

Распределения золота в 
условиях Бакырчикско-
го золоторудного мес-

торождения 
N=532; σ=1,434; ��=1,9 

�� = 1,7 
λ=0.105 

�� = 9.5 > �доп�  

�� = 189 
m=0,620 

�� = 14,7 > �доп�  

 
�� > �доп�  

Me=1,43 
�0=0.36 

�� = 9,0 < �доп�  

Распределение серебра 
в условиях Майкайнс-
кого золоторудного 
месторождения 

N=339; σ=1,97; ��=29,5 

�� = 30,1 
λ=0,020 

�� = 17 > �доп�  

�� = 70 
m=0,035 

�� = 16,5 > �доп�  

 
�� > �доп�  

Me=28,9 
�0=0.23 

�� = 9,8 < �доп�  

Распределения свинца 
в условиях Карагалинс-
кого полиметалличес-
кого месторождения 

N=293; σ=0,17; ��=0,17 

�� = 0,169 
λ=0,022 

�� = 9,2 > �доп�  

�� = 168 
m=3,72 

�� = 7,6 < �доп�  

 
�� > �доп�  

Me=0,25 
�0=0.53 

�� = 5,8 < �доп�  
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Выводы 
 
Распределения, используемые для описания  

крайне ассиметричных формообразований час-
тот качественных показателей золоторудных и 
редкометальных месторождений полезных ис-
копаемых и морфометрических признаков 
сложнорельефной местностей, малочисленны. 
В силу многообразия их форм часто исполь-
зуемые для их описания показательные и дру-
гие распределения не охватывают широкий 
диапазон изменяющихся видов крайне асси-
метричных распределений геопризнаков. Часто 
встречаются такие эмпирические крайне асси-
метричные распределения, установление схо-
димости которых с каким-либо известным 
теоретическим распределением требует специ-
ального подхода. 

В данных исследованиях подтверждается 
обоснованность концепции привлечения ст-
руктурообразующих параметров эмпиричес-
кого распределения переменного, в качестве 
теоретических параметров функции рас- 
пределения  для обеспечения эффектив-нос-
ти оценки и использования распределе- 
ния  геопризнаков с достаточной достовер-
ностью. 

По результатам сравнительной оценки 
подтверждается, что предложенная модель 
распределения геопризнаков обладает апп-
роксимационной мощностью и гибкостью, 
что позволяет получить более достоверные 
результаты, уменьшить ошибки,  допус-
каемые при малых значениях и значительной 
неопределенности статистической выборки 
для исследования геопризнаков. 

 
 


